Soluciones a los ejercicios del examen del 17 de Febrero de 1998

1. Justifiquese que la funcién f: C — C dada por:
f(2) =2z—(1+z)log(1+2)+ (1 —z)log(l —2) (z#=£1),
y f(1)=2-2log(2) = —f(—1), es holomorfa en Q=C\{xeR: |x|>1}y, para todo

i 2n
z€D(0,1), se verifica que f(z) Z Calciilese, en particular, la suma de la serie

(=D)"
ng’l n2n+1)
Solucién:
Teniendo en cuenta que la suma, producto y composicién de funciones holomorfas también
es holomorfa, y que la funcién logaritmo principal es holomorfa en C\ IR, se sigue que f
es holomorfa en el conjunto A={z€C:1+z¢ R, 1—z¢ IR, }. Como, evidentemente!, 1+
z€ R, si, y solo si, z€ R y z < —1, es decir, z € — oo, —1]; vy

1-z€IR, si,y sdlosi, ZGIRyz>1 es decir, Z€[1,+°°[; resulta que 4= Q.
n+1

Como? para |z| < 1, log(1 +2) Z , se sigue que, para |z| <1, es:

flz) = 2z—log(1+z)+log(1—z)—z(log(l+z)+log(1—z)):
ey,
= 2Z+Z ZZTZ =
n=1
oo 1 oo 1 2 oo Z2n-‘r1
_ 2n+1 2n+1 - 2n+1 _
N ; n—|—1 +nz’ln ng’]<n 2n—|—1>Z ng’ln(Zn—{-l)'

. 1 .
Por otra parte, como la serie Z es convergente, el criterio de la mayorante de

n>1n(2n+1)

2n+1
Weierstrass® implica que la serie Z ————— converge uniformemente en D(0, 1) y, por
n>1 (2}’1 + 1)
0 Z2n+1
— C definida por h(z) = ) ————, es continua en D(0, 1).

tanto, la funcién 4 : D(0,
(O

Como para todo z€ D(0,1) es h(z) = f(z), si justificamos que f es continua en D(0,1), se

deducird que h(z) = f(z) para todo z€ D(0, 1). Ahora bien, puesto que D(0,1)\{£1} C Q,
bastard probar que f es continua en 1 y en —1. Teniendo en cuenta que

[1—2|[log(1—2)| < |1 —z|[log(|1 —z])[+[1 —z[n

y que lim rlog(¢)= 0, se sigue que lim f(z) = f(1). Igualmente lim f(z) = f(—1).
t—0+ z—1 z——1

Finalmente*:
i B 1i (D) 2i— (1+i)log(1+i)+(1—i)log(1—i)
= n2n+1 i Z=nn+1) i B

2i — (1+i)(log vV2+i%) + (1—i)(log V2 — i%)

i

2i—2ilog V2 —i%

i

T
=2—log2— —.
0g2—3



2. Sea f una funcién continua en el disco unidad cerrado y holomorfa en su interior, tal que
f(z) =0 para todo z = exp(it) con 0 <t < 7. Pruébese que f(z) = 0 para todo z € D(0,1).
Sugerencia: considérese la funcién g(z) = f(z) f(iz) f(—iz) f(—2).

Solucién:

Sea z = ¢, entonces

a)Si—n<t< T esf(—z)=f(el*M) =0
b) Si -7 <r<0,es f(iz) = f(elm/2) =0
0)Si0<r<Zesf(z)=0
d)SiT<r<mes f(—iz) = f(e"™D) =0

1.

por lo que g(z) = 0 para todo z € C(0,1)*. Como g es holomorfa en D(0, 1), que es un
dominio acotado, y es continua en D(0,1); en virtud del principio del médulo maximo,
sabemos que:

méx{lg(z)| : 2 € D(0,1)} = mix{[g(z)| : z € C(0,1)"}

y concluimos? que g(z) = 0 para todo z € D(0, 1).

Sea0 < p < 1,yz#0tal que |z| < p. Puesto que g(z) = 0, se sigue que alguno de los nii-
meros  f(z),f(iz), f(—iz),f(—z) es igual a cero 'y, como iz =
=|—iz| =|—2z| = |z| < p, concluimos que f se anula en algun punto de D(0,p)\ {0},
es decir, si Z(f) es el conjunto de los ceros de f en D(0,1), hemos probado que 0 €
Z(f)' ND(0,1). El principio de identidad® implica que f(z) = 0 para todo z € D(0,1) vy,
por continuidad, concluimos que f(z) = 0 para todo z € D(0, 1).

También puede procederse como sigue: supongamos, razonando por reduccion al absur-
do, que f no es idénticamente nula en D(0, 1). Sabemos que en tal caso, como consecuencia
del principio de identidad, el conjunto 4 = {z€D(0,1): f(z) = 0} es numerable. Evidente-
mente:

{zeD(0,1):g(z)=0}=2U(i2)U(—A2)U(-iA),

y, segin hemos probado, {z€ D(0,1): g(z) =0} = D(0,1). Lo cual lleva a contradicciéon
porque D(0, 1), que es un conjunto no numerable, no puede ser igual al conjunto AU (i.4) U
(=A4)U(—iA) el cual es numerable por ser unién finita de conjuntos numerables.
logM
3. Sea f una funcién entera. Para todo r > 1 se define A(r) = oig(r) donde M(r) =
ogr
max{|f(z)|:|z| =r}. Demuéstrese que f es una funcion polinémica si, y sélo si, A tiene
limite finito en +-oo.
Solucién:
Supongamos que' h’rJrrl AM(r)=0€IR], y sea B> a. Por definicién de limite, existe K >0,
r—-oo

tal que A(r) < B siempre que r> K, y por tanto log M (r) < Blogr=log(rP), es decir M(r) <
B. Como f es una funcién entera, el teorema de Taylor? nos dice que, para todo z € C,

> £ln(Q (0 M
flz)= Z fi()z", y teniendo en cuenta las desigualdades de Cauchy? w < ﬂ
= n! n! "
o . fry | B
vélidas, por ser f entera, para todo r >0; deducimos que, para todo r > K, | <=V
n r

tomando limites para r — oo, se sigue que f (”(O) =0 para todo n > y, por tanto, f es una
funcién polinémica.



Supongamos ahora que f es un polinomio de grado n, y sea a, # 0 su coeficiente lider.

. < . .y L. .
Entonces, como* lim &Z = 1, se sigue, por definicién de limite, que existe K >0 tal que,
o0 4,7
1 Z 3 .
para todo z€ C con |z] > K, es°: 7 < ‘f( r)l <5 de donde se sigue que:
anz

log(|anl/2) +nlog 2 < log|f(2)| < log(3las|/2) + nlogle
y deducimos que, para |z| =r>max{K, 1}, es:
log(|an|/2) +nlogr < M(r) < log(3|a,|/2)+nlogr.
Dividiendo por logr > 0, obtenemos:

log(|an|/2)

| a
Og(3| n|/2)
logr

A
+n<A(r) < logr

lo que implica que lim A(r) = n.
r—-o0

4. Sea f una funcién no constante, continua en el disco unidad cerrado y holomorfa en su
interior, tal que | f(z)| =1 siempre que |z| =1. Probar que f(D(0,1))=D(0,1).

Sugerencia: Sea U = f(D(0,1)). Justifiquese que U = UND(0,1).

Solucién:

Como f es holomorfa en D(0, 1), que es un dominio acotado, y es continua en D(0,1); en
virtud del principio del médulo maximo, sabemos que:

max{|f(z)|:z € D(0,1)} = max{|f(z)| : z € C(0,1)"}

y concluimos que |f(z)| < 1 para todo z € D(0, 1), es decir!, £(D(0,1)) € D(0,1). Ademds,
como f no es constante, el mismo principio nos dice que ha de ser |f(z)| <1 siempre que
|z| <1; es decir U = f(D(0,1)) C D(0, 1) (alternativamente: sabemos, en virtud del teorema
de la aplicacion abierta, que U es abierto y, al estar contenido en el disco unidad cerrado,
debe de estar contenido en su interior D(0, 1)). Hemos probado? que U C UND(0,1).

Para probar la inclusién contraria, sea w € UND(0, 1). Por definicién de adherencia®:
w=Ilim{w,} donde w, € U, es decir, w, = f(z,) para z, € D(0,1). Como la sucesion {z, }
es acotada, en virtud del teorema de Bolzano-Weierstrass, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que es convergente (en otro caso bastaria sustituirla por una parcial suya
convergente). Sea, pues, 1im{z, } = z. Naturalmente, z€ D(0, 1) y, por continuidad de f, es
f(z) =w. Ademds, como |w| <1, se sigue de las hipétesis hechas, que ha de ser |z| < 1.

Concluimos asi que w= f(z) € f(D(0,1))=U.

Hemos probado que U = UND(0,1). Se sigue que U es abierto (teorema de la aplica-
cién abierta) y cerrado relativo a D(0, 1) y, por conexién, ha de verificarse que U=D(0,1).
Como f(D(0,1)) es cerrado por ser laimagen continua de un compacto, y f(D(0,1)) D U=
D(0,1), deducimos que f(D(0,1)) 2 D(0,1) y, finalmente, concluimos que f(D(0,1))=
D(0,1) .




